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ABSTRACT
The purpose of this study is to analyze the level of multiplicative thinking among second-
year elementary school students and to understand the impact of teaching multiplication 
using double tape diagram and double scale models on students’ multiplicative thinking. To 
this end, a theoretical consideration provided a utilization method applied with double tape 
diagram and a double scale models, which was applied to teaching multiplication to analyze 
changes in students’ multiplicative thinking levels. The analysis showed that students at the 
additional thinking level accounted for the largest percentage when classified as qualitative 
thinking level, additional thinking level, transitional thinking level, and multiplicative 
thinking level. We also confirm that teaching multiplication using double tape diagram 
and double scale models positively affected students’ multiplicative thinking. Through 
this, we propose the introduction of double tape diagram and double scale models to help 
students improve their multiplicative thinking as an implication for improving the teaching 
multiplication of second-year elementary school students.
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Introduction
초등학교에서 자연수의 사칙연산은 후속 학습의 중요한 기초이므로 자연수의 사칙연산에 대한 개념 이해

를 명확하게 하는 것은 매우 중요하다. 특히 곱셈은 학교 수학에 걸친 많은 주제를 배우는 데 필수적인 개념
이며, 구체적인 맥락에서 곱셈의 적절성을 인식하지 못하는 것이 넓이, 비례, 대수의 초기 개념과 같은 더 발
전된 주제를 다루는 데, 상당한 어려움을 유도할 수 있으며, 알고리즘을 약화하고 다양한 상황과 맥락에서 
곱셈을 경험할 기회를 주어야 함을 강조하고 있다(Anghileri & Johnson, 1992, pp. 157-158). 그러나 지금까지
의 우리나라 초등학교에서 이루어지고 있는 곱셈 개념 도입과 곱셈구구 지도는 배열과 묶음을 통한 반복 덧
셈과 배 개념 및 곱셈구구를 암기하는 것을 위주로 이루어질 뿐 학생들의 곱셈 개념 발달을 위한 다양한 곱
셈 상황, 곱셈 지도 모델, 특히 곱셈 성질과 곱셈 전략에 대한 연구 결과들이 반영되지 못한 채 지도되어 왔다
(Jung, 2013).

곱셈의 의미를 이해하고 능숙하게 사용하기 위해서는 학생들이 곱셈적 사고(multiplicative thinking)를 해야 
할 필요가 있다. 곱셈적 사고란 덧셈을 하는 데 필요한 사고와 구별되는 곱셈의 이면에 있는 사고로, 덧셈적 
사고와는 다른 추상화의 수준과 포함관계의 구성을 수반한다(Piaget, 1987). 곱셈적 사고는 초등학교를 포함
한 학교수학의 핵심일 뿐만 아니라 그 이후의 수학에서도 중요한 초석이 된다.

이와 관련하여 Kim (2010)은 곱셈적 사고 수준의 학생은 아직 학습하지 않은 비례 문제들을 해결할 수 있음
을 밝혔다. 따라서 학생들에게 곱셈을 처음 도입하는 시기부터 곱셈적 사고를 형성할 수 있도록 지도할 것을 
주장하였다(Kim, 2010).

한편, 곱셈 지도에 있어 시각적 모델 사용의 중요성을 강조한 Jung (2013)은 미국, 네덜란드, 독일에서 직선 
모델을 강조하는 것과는 대조적으로 우리나라에서 묶음 모델과 배열 모델을 주로 사용하는 것에 문제가 있
음을 설명하였다. 또한 직선 모델은 학생들 스스로 곱셈 전략을 생각하고 이를 표현하는데 효과적인 모델이
라 주장하였다.

이러한 직선 모델 중 하나인 띠가 수학 학습에서 어떤 역할을 하는지 Murata (2008)는 1학년부터 6학년까지
의 일본 수학교과서를 분석하였다. Murata는 시각적 모델을 반복적으로 제시하는 것이 학생들이 수학을 이
해하도록 돕는 도구가 될 수 있다고 주장하였다. 하지만 우리나라 수학교과서를 분석해 보면, 띠와 수직선의 
도입이 다른 나라에 비해 늦을 뿐만 아니라 이중 척도 모델을 5~6학년에서만 제시하고 있어 저학년부터 고
학년까지 일관적이고 반복적으로 모델을 제시하지 못하는 한계가 있다.

이에 Seo (2019)는 이중 척도 모델은 두 양 사이의 관계를 탐색하여 내포량에 대해 사고하도록 돕고, 이를 
바탕으로 각 측정 공간 내에서의 양의 변화 또한 파악할 수 있음을 주장하였다. 따라서 이중 척도 모델은 곱
셈적 구조와 관련된 개념을 학습하는 데 유용하게 활용할 수 있을 것이라 강조하였다. 하지만 초등학교 3학
년부터 이를 적용하였다는 한계가 있으므로 곱셈이 처음 도입되는 시기인 초등학교 2학년 학생을 대상으로 
이중 척도 모델을 개발하고 제시하여 모델의 도입 가능성을 알아보기 위한 연구가 필요함을 제언하였다. 하
지만 이러한 다양한 연구결과가 반영되지 못한 채 우리나라 초등학교에서 자연수 곱셈 개념의 학습은 반복 
덧셈과 배 개념을 암기하는 것 위주로 이루어져 왔다(Jung, 2013). 이는 학생들의 곱셈 개념 발달을 위한 다양
한 곱셈 상황, 곱셈 지도 모델, 곱셈 성질과 곱셈 전략에 대한 연구 결과들이 있으나 현장에서는 이러한 방향
의 교수학적 이해가 부족하여 반영되지 못한 채 지도되고 있는 것이다(Jung, 2013). 이러한 곱셈 지도 방법으
로 인해 곱셈과 관련하여 학생들이 겪는 어려움에 관한 연구들이 보고되고 있다. 초등학교 1학년부터 5학년 
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학생들까지의 곱셈적 사고에 대해 살펴본 연구에서 많은 학생들이 덧셈적 사고에 머무르고 있으며 곱셈적 
사고로 발전하지 못하고 있다고 보고되었다(Lee, 2001). 또한 Kim (2010)은 곱셈이 처음 도입되는 초등학교 2
학년 시기의 학생을 대상으로 곱셈적 사고 수준의 분포를 파악하는 연구가 필요함을 제언하였다.

이러한 연구 배경과 필요성을 바탕으로, 본 연구에서는 초등학교 2학년 학생들의 곱셈적 사고 수준을 조사
하고 분석하였다. 또한 이론적 고찰을 통해 이중 테이프와 이중 척도 모델을 적용한 활용 방안을 마련하여 이
것을 적용한 곱셈 지도가 학생들의 곱셈적 사고에 어떤 영향을 주는지 알아보았다. 이를 통해 초등학교 2학
년 곱셈 지도의 개선을 위한 시사점을 제공하고자 하였다.

Theoretical Background

Multiplicative Thinking
덧셈적 사고는 Fig. 1과 같이 1을 단위로 하여 한 수준에서 연속적으로 사고하며 ‘몇 더’를 사고할 것을 요구

함으로써 수평적 포함관계를 형성한다. 반면 곱셈적 사고는 Fig. 2와 같이 ‘1’ 세 개가 ‘3’이라는 한 단위를 형
성하고 이러한 단위가 네 개 모여 ‘전체 12’를 이루는 점에서 수직적 포함관계를 형성한다. 이러한 수직적 포
함관계는 낱개, 묶음, 전체의 세 가지 수준을 포함한다. Fig. 2와 같이 ‘낱개’는 곱셈식 3×4=12에서 3에 해당하
며 ‘묶음’은 4를, ‘전체’는 12를 의미한다.

Steffe (1994)는 학생들이 덧셈적 사고로부터 곱셈적 사고로의 과정을 설명하였다. Steffe는 학생들의 사고 
수준을 초기 수 계열(Initial Number Sequence; INS), 내연적 함의 수 계열(tacitly nested number sequence, TNS), 외
연적 함의 수 계열(explicitly nested number sequence, ENS)로 구분할 수 있다고 주장하였다. 예를 들어 설명하면, 
INS 수준의 학생들은 3씩 12까지 수를 셀 때, ‘1 ,2, 3; 4, 5, 6; 7, 8, 9; 10, 11, 12’로 수를 세는 덧셈적 사고의 특징
을 보인다. 1,2,3에서 3은 수를 세는 행위의 결과만을 의미하며,수를 셀 때, 합성된 단위를 사용했음을 의미하

Fig. 1. Additive structure to represent 3＋3＋3＋3=12 (Piaget, 1987, p.78) 

Fig. 2. Multiplicative structure to represent 3×4=12 (Piaget, 1987, p.78) 
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는 것은 아니다. 한편, TNS 수준의 학생들은 ‘1, 2, 3 하나; 4, 5, 6 둘; 7, 8, 9 셋; 10, 11, 12 넷’으로 셀 수 있다. 여기
서 3은 1,2,3과 같이 세어진 결과이기도 하며, 셀 수 있는 하나의 단위이기도 하다. 마지막으로 ENS 수준의 학
생들은 3씩 4묶음의 블록이 있을 때 21개의 블록을 만들기 위해서 3씩 몇 묶음이 필요한지를 계산할 수 있다. 
즉 ENS 수준의 학생들은 반복 가능한 단위를 형성할 수 있으며, 부분과 전체의 관계를 추론할 수 있다. 따라
서 ENS 수준은 곱셈적 사고의 최종 단계라 볼 수 있다.

Double Tape Diagram
이중 테이프는 크기의 단위가 일정한 테이프가 두 가지 다른 범주를 나타낸 것이다(Jo, 2018). 이러한 테이

프 도식은 일본의 수학 교과서 내에서 곱셈의 계산, 분수의 곱셈과 나눗셈, 비율 등에서 체계적이고 일관적
으로 쓰이고 있는 시각적 표상이며(Tad et al., 2010), 싱가포르 교과서에서 다루는 끈 모양(또는 막대 모양)과
도 유사하다. 싱가포르에서는 다른 어떤 모델들보다 이중 테이프를 많이 사용하고 있으며, 그 형태를 살펴보
면 Fig. 3과 같이 그림과 결합한 형태로 제시하기도 하고 테이프가 겹쳐지거나 이어진 형태, 삼중 테이프 형태 
등 다양한 형태로 제시된다(Park & Lee, 2018).

이중 수직선과 마찬가지로 이중 테이프는 동치 비를 나타내기에 유용한 모델이며 두 유형 모두 비례관계
에 있는 두 양의 상대적 크기를 시각적으로 나타내는 특징이 있다(Common Core Standards Writing Team, 2011). 
이중 수직선은 두 양의 단위가 다를 때 유용하지만 이중 테이프는 비교하는 두 양의 단위가 같은 때 적합하다
(Park & Lee, 2018).

본 연구는 초등학교 2학년을 대상으로 한 연구이므로 이중 척도 모델을 도입하기 전 이중 테이프 모델을 
제시하여 두 양의 비교를 수월하게 하고 띠 모양을 익숙하게 느낄 수 있도록 하였다.

Double Scale Models
이중 척도 모델은 막대 모델(bar model), 이중 수직선, 비표(ratio table), 행렬 모델로 모델의 위와 아래에 서로 

다른 이중의 척도를 사용하는 모델이다(Jung, 2015). 본 연구에서는 Fig. 4와 같이 수직선과 띠를 함께 구성한 
형태의 이중 척도 모델을 실험처치 시 제시하였으며, 문제 상황에 따라 수직선에 여러 개의 띠를 함께 구성한 
경우도 있다.

Fig. 3.  Double tape diagram of Singapore textbooks
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Fig. 4. An example of double scale models(Murata, 2008, pp.380-381)

Murata (2008)는 1학년부터 6학년까지의 일본의 초등 수학 교과서를 분석한 결과, 다양한 형태로 지속적으
로 제시된 띠는 학생들이 수학을 이해하도록 돕는 도구가 될 수 있음을 강조하였다. 또한 저학년에서도 시각
적 모델에 대한 다양한 경험이 이루어질 수 있음을 확인하였다. 그러나 우리나라는 곱셈 개념 도입이나 곱셈
구구를 지도할 때 구체물의 묶음이나 배열의 시각적 표현에 의존하는 경우가 많고 구조화된 배열 모델과 직
선 모델의 사용은 극히 적으므로, 구체물의 시각적 표현에서 출발하지만, 점점 더 구조화된 모델의 사용으로 
나아가도록 해야 한다(Jung, 2013).

이중 척도 모델의 활용 방안을 탐색한 Seo (2019)는 이중 척도 모델은 곱셈적 구조의 핵심인 두 측정 공간 
사이의 곱셈적 관계와 각 측정 공간 내에서의 곱셈적 관계를 기초적으로 경험할 수 있으므로, 관련단원에서 
이를 적극 활용할 것을 주장하였다. 한편 Seo (2019)의 연구는 초등학교 3학년부터 6학년까지의 학생들을 대
상으로 한 연구로 곱셈이 처음 도입되는 2학년에 이중 척도 모델의 지도 가능성에 관한 연구가 필요함을 제
언하기도 하였다. Kim (2017)은 초등학교 2학년 수학 수업에 수직선 모델의 도입 가능성을 연구하였다. 그 결
과, 초등학교 2학년 학생들은 부분과 전체 연산이 가능하고 암묵적 내포 수 계열에 도달하므로 수직선의 도
입이 가능함을 시사하였다. 이를 통해 본 연구에서 활용되는 띠와 수직선이 결합한 형태의 이중 척도 모델을 
초등학교 2학년에 적용하는 것에 대한 긍정적인 가능성도 확인하였다.

이와 같은 선행 연구 분석을 통해 곱셈 관련단원에서 이중 척도 모델이 적절하게 활용될 수 있음을 알 수 
있었고 이에 곱셈이 처음 도입되는 시기인 초등학교 2학년을 대상으로한 이중 척도 모델의 활용 가능성에 
관한 연구가 필요함을 알게 되었다. 또한 선행 연구 분석을 통한 이중 척도 모델의 이점과 유의점을 바탕으
로 이중 척도 모델을 활용할 수 있는 주제와 이중 척도 모델을 활용한 수업 설계의 유의점을 확인하였다.

Materials and Methods

Participants
본 연구에서는 도시와 농촌으로 지역을 구분하여 각 지역의 학생들이 균등하게 연구 참여자로 선정되도

록 도시지역의 A 초등학교와 농촌지역의 B 초등학교 두 곳을 선정하여 연구를 진행하였다. 본 연구에 앞서 
충청남도 아산시에 소재한 C 초등학교 2학년 1학급(덧셈과 뺄셈 성취도 검사 26명, 곱셈 검사지 29명 참여)을 
대상으로 예비 검사를 실시하였다. 그 후 본 연구는 A 초등학교 2학급(48명)과 B 초등학교 2학급(52명)을 대
상으로 진행하였다.

우선 A 초등학교 2학년 실험반과 비교반의 사전 곱셈 검사 결과, 실험반의 평균은 약 1.96, 비교반의 평균
은 약 2.13이었다. 이에 대해 통계적으로 유의미한 차이가 있는지 검정한 결과, Levene의 등분산 검정에 의하
여 두 집단의 등분산을 가정할 수 있으며(F = .147, p = .704), 곱셈 검사에 대한 이해도에서 유의미한 차이가 없
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는 것으로 나타나(t = .720, p = .475) 두 집단의 곱셈적 사고 능력 수준이 비슷함을 확인하였다. 또한 덧셈과 뺄
셈 성취도 검사에서는 실험반의 평균이 약 14.08, 비교반의 평균이 약 14.52였으며, 이에 대해서도 통계적 차
이가 있는지 검정한 결과, Levene의 등분산 검정에 의하여 두 집단의 등분산을 가정할 수 있으며(F  = .856, p = 
.360), 덧셈과 뺄셈 성취도 검사에 대한 이해도에서 유의미한 차이가 없는 것으로 나타나(t  = .306, p  = .761) 두 
집단의 덧셈과 뺄셈 성취도 수준이 비슷함을 알 수 있었다. 다음으로 B 초등학교 2학년 실험반과 비교반의 
사전 곱셈 검사 결과는 다음과 같다. 사전 곱셈 검사에서 실험반의 평균은 약 1.48, 비교반의 평균은 약 1.64
였다. 이에 대해 통계적으로 유의미한 차이가 있는지 검정한 결과, Levene의 등분산 검정에 의하여 두 집단의 
등분산을 가정할 수 있으며(F  = .198, p  = .658), 곱셈 검사에 대한 이해도에서 유의미한 차이가 없는 것으로 
나타나(t  = .816, p  = .418) 두 집단의 곱셈적 사고 능력 수준이 비슷함을 확인하였다. 또한 덧셈과 뺄셈 성취도 
검사에서는 실험반의 평균이 약 12.93, 비교반의 평균이 약 13.12이었으며, 이에 대해서도 통계적 차이가 있
는지 검정한 결과, Levene의 등분산 검정에 의하여 두 집단의 등분산을 가정할 수 있으며(F = . 141, p = .709), 
덧셈과 뺄셈 성취도 검사에 대한 이해도에서 유의미한 차이가 없는 것으로 나타나(t = .139, p = .890) 두 집단
의 덧셈과 뺄셈 성취도 수준이 비슷함을 알 수 있었다. 즉, 본 연구에서 선정한 2학년 A 초등학교와 B초등학
교의 실험반과 비교반은 곱셈에 대한 이해 정도가 서로 유사한 동질집단이라 할 수 있다.

Procedure
본 연구에 앞서 곱셈적 사고의 의미와 곱셈적 사고의 수준, 이중 테이프의 활용, 이중 척도 모델의 활용에 

관한 선행연구를 살펴보았다. 이를 바탕으로 학생들의 곱셈적 사고 수준 분석을 위한 곱셈 검사지와 성취도 
검사지를 개발하였고, 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱셈 지도를 위한 차시별 교수 · 학습 과정안
과 수업에 필요한 자료, 학생용 활동지를 제작하였다(Appendix 1). 또한 검사지의 신뢰도를 높이기 위해 본 
검사의 연구 참여자와 비슷한 수준인 C 초등학교 2학년 1개 학급을 대상으로 예비 검사를 실시하였다. 예비 
검사를 통해 서술형 문항에 대한 학생의 반응, 검사진행 시 유의 사항, 소요 시간 등 예비 검사 실시 과정에서 
나타난 문제점을 수정 · 보완하여 본 검사 진행에 이를 반영하였다. 본 연구의 참여자인 아산시 소재 A 초등
학교와 B 초등학교 2학년 학생들을 대상으로 사전 검사를 실시하였으며, 사전 검사는 곱셈 검사지와 덧셈과 
뺄셈 성취도 검사지를 활용하였다. 사전 검사 분석 결과, A 초등학교와 B초등학교의 각 실험반과 비교반이 
동질함을 확인하였다. 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱셈 지도가 학생들의 곱셈적 사고에 미치는 
영향을 알아보기 위하여, 실험반은 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 교수 · 학습 과정안과 활동지로 
곱셈단원을 학습하였고, 비교반은 2015 개정 교육과정에 따른 수학 교과서(Minstry of Education, 2015a)로 학
습하였다. 이후, 동형의 사후 검사를 실시하여 실험 처치로 인한 곱셈적 사고 수준의 변화를 분석하였다.

Data Collect
본 연구에서 자료를 수집한 과정은 다음과 같다. 먼저 A초등학교와 B 초등학교에서 각각 실험반과 비교반

을 선정한 후, 7월 2주에 해당반에서 사전 검사를 실시하였다. 사전 검사는 두 집단 간 차이를 확인하기 위한 
용도로 곱셈 검사지와 덧셈과 뺄셈 성취도 검사지 두 종류를 개발하였다. 두 종류의 검사지는 2015 개정 교육
과정에 따른 수학교과서와 익힘책 지도서에 제시된 문항을 바탕으로 제작하였으며 사전 검사지와 사후 검
사지는 숫자만 다르게 개발하였다. 그리고 교수 1인 및 현재 초등수학교육 전공 중인 초등교사 7인에게 각 검



Effects of Teaching Multiplication based on Double Tape Diagram and Double Scale Models on Multiplicative Thinking of Elementary School Students

Brain, Digital, & Learning. 2021 Vol. 11 No. 4 623

사지의 타당도를 검토 받았다. 타당도를 검토한 검사지는 예비검사를 실시하였으며 배 개념에 대한 문항 신
뢰도(Cronbach’s α) 0.673, 전체-부분 개념에 대한 문항 신뢰도 0.811, 덧셈과 뺄셈 성취도 문항 신뢰도 0.879를 
확보하여 두 검사지 모두 문제와 문제간의 관계가 유의미 한 것으로 분석되었다. 검사는 같은 일시에 각 학
교 2학년 실험반과 비교반 담임 교사의 감독하에 시행되었고 검사 시간은 각 검사지별 40분으로 제한하였다. 
7월 3주에는 본 실험을 위하여 실험반과 비교반 교사들에게 연구에 대한 전반적인 설명과 진행방법을 안내
하고 실험 처치에 대한 의견을 조율하였다. A 초등학교는 7월 4주, B 초등학교는 8월 3주부터 2주에 걸쳐 총 5
차시의 수업을 각 학급에서 진행하였다. 실험반 교사들은 이중 테이프와 이중 척도 모델을 적용한 교수 · 학
습 과정안과 활동지, PPT자료를 바탕으로 수업을 진행하였고, 비교반 교사들은 2015 개정 교육과정에 따른 
수학 교과서(Minstry of Education, 2015a)의 곱셈 단원을 바탕으로 수업을 진행하였다. 마지막으로 A 초등학교
는 실험반과 비교반의 수업이 모두 끝난 시점인 8월 3주, B초등학교는 8월 4주에 사전 검사와 동일한 방식으
로 사후 검사를 실시하였다. 사후 검사는 두 집단 간 차이를 확인하기 위한 용도로 사전 검사지와 동형의 곱
셈 검사지를 활용하였다. 사전 · 사후 검사를 모두 마친 이후, 실험반과 비교반의 검사지를 수거하여 이를 분
석에 활용하였다.

Data Analysis
본 연구에서는 연구에 참여한 학생들의 사전, 사후 검사 결과를 중심으로 자료를 분석하였다. 구체적으로 

살펴보면, 사전에 실시한 덧셈과 뺄셈 성취도 검사는 각 문항별로 정답은 1점, 오답은 0점으로 코딩한 후에 
SPSS 18.0 통계 프로그램을 사용하여 분석하였다. 한편, 사전 · 사후 곱셈 검사는 곱셈적 사고 수준 분석틀을 
근거로 각 문항을 5점 척도로 설정하였다. 이를 바탕으로 학생들의 곱셈적 사고 수준을 나누어 빈도수와 백
분율을 구하였으며, 수준별 학생들의 반응을 예시로 들었다. 곱세적 사고 수준의 분류는 Kim (2018)의 연구
를 참고하여 각 문항의 내용에 맞게 Table 1처럼 수정 및 세분화 하였다.

Table 1. Multiplicative thinking level
Thinking Level Score Concept of Times Part Whole

Qualitative 
Thinking

1 * Can’t solve the problem by addition or 
multiplication  

* Write the number of items presented in 
the article

* Inability to understand the difference 
between the part and the whole

* Just add the numbers presented in the 
problem

Additive 
Thinking

2 * Express the problem situation additively 
and calculates the addition incorrectly

* Express and solve problem situations 
additively

* Express the problem situation additively 
and calculates the addition incorrectly

* Express and solve problem situations 
additively

3

Transitional 
Thinking

4 * The expression of the problem situation 
is multiplicative, but the solution process 
is solved by addition

* When comparing numbers, it is 
expressed as ‘~times’, but the problem is 
solved by adding

* The relationship is compared using the 
concept of times, but the number of 
models is counted incorrectly.

* Express the number of donuts (or 
muffins) and boxes given in the problem 
as an expression or picture, and solve 
the problem by mixing addition and 
multiplication

* Express the problem situation 
multiplicatively, but confuses the 
number of donuts and boxes due to 
incomplete partial whole thinking

Multiplicative 
Thinking

5 * Knows the concept of times 
and expresses the relationship 
multiplicatively

* Express and solve problems using 
multiplication

* Part-to-whole thinking is complete, 
using multiplication to express and solve 
problem situations
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본 연구의 주목적은 실험 처치에 따른 집단 간 차이를 비교하는 것이므로, 자료 분석에 있어 실험반과 비교
반의 사전 · 사후 검사 결과를 자세하게 비교 · 분석하는 데 초점을 두었다. 따라서 실험반과 비교반의 사전 · 

사후 곱셈 검사 결과에 대한 대응표본 t검정을 실시하였으며, 구체적으로 문제 유형에 따른 차이를 분석하기 
위해 배 개념과 부분-전체 관계 문항에 대한 대응표본 t검정도 실시하였다.

Results
본 연구를 통해 얻은 결과는 다음과 같다.
첫째, 연구 문제 ‘가’인 초등학교 2학년 학생들의 곱셈적 사고 수준은 다음과 같다. 곱셈 문제를 해결하는 과

정에서 보인 학생들의 사고 수준은 질적 사고 28%, 덧셈적 사고 57%, 과도기적 사고 2%, 곱셈적 사고 0%의 분
포를 보였다. 이를 통해 덧셈적 사고 수준의 학생이 가장 많은 비율을 차지하고 있다는 것을 알 수 있었다.

또한 곱셈 문제 유형에 따라 사고 수준의 분포를 세분화하여 살펴본 결과, 문제 유형에 따라 학생들의 사고 
수준 분포에 차이가 있음을 알 수 있었다.

구체적으로, 사전 곱셈 검사지의 ‘배 개념 알기’ 문제에 대한 검사 결과, 덧셈적 사고 수준과 과도기적 사고 
수준의 학생이 72%를 차지하였다. 한편 사전 곱셈 검사지의 ‘부분-전체 관계 알기’ 문제에 대해서는 질적 사
고 수준과 덧셈적 사고 수준의 학생이 79%의 비율을 차지하는 것으로 분석되었다. 이것은 학생들이 배 개념
보다 상대적으로 전체와 부분을 분해하고 합성하는 능력과 일 이상의 합성단위를 인식하는 능력이 부족함
을 의미한다.

둘째, 연구 문제 ‘나’인 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱셈 지도가 학생들의 곱셈적 사고에 미치
는 영향은 Table 2와 같이 나타났다. 이중 테이프와 이중 척도 모델을 통해 곱셈을 학습한 A, B 초등학교 실험
반 학생들 모두 유의미한 곱셈적 사고 수준의 향상을 보였다. 구체적으로 살펴보면, A 초등학교 실험반의 사
전 곱셈 검사의 평균은 2.10점, 사후 곱셈 검사의 평균은 3.10점으로 평균이 1점 향상되었고, 통계적으로 유
의미한 차이가 있었다(t = -4.830, p = .000**). 또한 B 초등학교 실험반의 사전 곱셈 검사의 평균은 1.46점, 사후 
곱셈 검사의 평균은 2.69점으로 평균이 1.23점 향상되었고, 통계적으로 유의미한 차이가 있었다(t = -5.333, p 
= .000**). 즉, 이중 테이프와 이중 척도 모델을 적용한 곱셈 지도가 학생들의 곱셈적 사고 수준 향상에 긍정적
인 영향을 주었음을 확인하였다.

곱셈적 사고 수준의 변화를 ‘배 개념’ 문제 유형과 ‘부분-전체’ 문제 유형으로 세분화하여 분석한 결과는 
Table 3과 같다. ‘배 개념’ 문항에 대한 사전 곱셈 검사와 사후 곱셈 검사 결과를 비교 · 분석한 결과, A 초등학
교와 B 초등학교 실험반 모두 통계적으로 유의미한 차이가 있음을 확인하였다. A 초등학교 실험반의 사전・
사후 곱셈 검사지의 ‘배 개념’ 문제 유형을 분석한 결과, 사전 곱셈 검사의 평균은 2.38점, 사후 곱셈 검사의 평
균은 3.57점으로 평균이 1.19점 향상되었고, 통계적으로 유의미한 차이가 있었다(t = -6.250, p = .000**). 또한 
B 초등학교 실험반의 사전 · 사후 곱셈 검사지의 ‘배 개념’ 문항에 결과를 살펴보면, 사전 곱셈 검사의 평균은 
1.81점, 사후 곱셈 검사의 평균은 2.96점으로 평균이 1.15점 향상되었고, 통계적으로 유의미한 차이가 있었다
(t = -4.274, p = .000**). 이는 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱셈 지도가 배 개념으로서 곱셈적 사고 
수준에 긍정적인 영향을 주었음을 의미한다.
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Table 2. T-test results for the multiplication test paper of each elementary school experimental group
Elementary School Pre-Test Post-Test t p
A (n=21) 2.10 3.10 -4.830  .000**
B (n=26) 1.46 2.69 -5.333  .000**

Table 4. T-test results for the ‘part-whole’ problem of each elementary school experimental group
Elementary School Pre-Test Post-Test t p
A (n=21) 2.19 3.00 -2.968 .008**
B (n=26) 1.46 2.85 -5.087 .000**

Table 3. T-test results for the ‘times idea’ problem of each elementary school experimental group
Elementary School Pre-Test Post-Test t p
A (n=21) 2.38 3.57 -6.250  .000**
B (n=26) 1.81 2.96 -4.274  .000**

‘부분-전체’ 문항에 대한 사전 곱셈 검사와 사후 곱셈 검사 결과를 비교 · 분석한 결과, Table 4와 같이 A 초등
학교와 B 초등학교 실험반 모두 통계적으로 유의미한 차이가 있음을 확인하였다. A 초등학교 실험반의 사전 
· 사후 곱셈 검사지의 ‘부분-전체’ 문제 유형을 분석한 결과, 사전 곱셈 검사의 평균은 2.19점, 사후 곱셈 검사
의 평균은 3.00점으로 평균이 0.81점 향상되었고, 통계적으로 유의미한 차이가 있었다(t = -2.968, p = .008**). 
또한 B 초등학교 실험반의 사전 · 사후 곱셈 검사지의 ‘부분-전체’ 문항에 결과를 살펴보면, 사전 곱셈 검사의 
평균은 1.46점, 사후 곱셈 검사의 평균은 2.85점으로 평균이 1.39점 향상되었고, 통계적으로 유의미한 차이가 
있었다(t = -5.087, p = .000**). 즉, 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱셈 지도가 부분-전체로서 곱셈적 
사고 수준을 향상시키는 데 도움이 되었다.

Conclusions
본 연구는 초등학교 2학년 학생들의 곱셈적 사고수준을 분석하고 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용한 곱

셈 지도가 곱셈적 사고에 미치는 영향을 살펴보았다. 연구 결과를 바탕으로 다음과 같은 결론을 도출하였다.
첫째, 이중 테이프와 이중 척도 모델은 배 개념 및 부분-전체의 관계 이해에 긍정적으로 작용하여 학생들의 

곱셈적 사고 수준을 향상시키므로 곱셈 단원에서 이를 적극 활용하는 것을 고려해야 한다. 본 연구에서 이중 
테이프와 이중 척도 모델의 활용 방안을 적용한 수업을 통해 학생들은 덧셈적으로 표현하던 것에서 배 개념
을 포함한 표현으로 향상된 모습을 보였다. 또한 주어진 수를 합성하거나 분해하여 문제를 해결하는 등 부분-
전체 관계의 이해에도 도움이 되었음을 확인하였다. 따라서 이중 테이프와 이중 척도 모델을 활용하고 개선
하는 연구가 진행되기를 기대한다.

둘째, 학생들의 곱셈적 사고 수준을 정확하게 진단하여 어떤 사고가 부족하고 오류를 나타내는지 분석하
여, 이를 바탕으로 교수 · 학습을 전개할 필요성이 있다. 곱셈적 사고의 중요성을 주장한 연구는 많았으나 곱
셈적 사고 수준의 향상을 위해서는 무엇보다 학생들의 곱셈적 사고 수준의 진단이 우선되어야 할 것이다. 이
처럼 학생의 수준을 진단하고 오류를 교정하는 것은 관련된 개념에 대한 이해를 깊이 있게 할 수 있고 새로
운 개념 형성에 긍정적인 영향을 미친다. 한편, 곱셈적 사고 수준을 정확하게 진단하기 위한 검사 도구가 필
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요하다. 이런 측면에서 본 연구에서 사전 · 사후 검사에서 제시한 ‘배 개념 알기’ 문제와 ‘부분-전체 관계 알기’ 
문제로 구성된 곱셈 검사지는 학생들의 곱셈적 사고 수준을 진단하고 분석하는 데 도움이 될 수 있을 것이다.

셋째, 곱셈 지도에 있어 단순히 곱셈하여 문제를 해결하는 상황에서 벗어나 낱개-묶음-전체의 관계를 수반
하는 수직적 사고를 경험할 수 있는 상황과 배의 개념을 이해할 수 있는 다양한 상황을 제시하는 것이 필요
하다. 본 연구에서는 이중 테이프와 이중 척도 모델을 적용한 곱셈 지도를 통해 학생들이 다양한 곱셈 상황
을 경험할 수 있도록 하였다. 그 결과, 배 개념과 부분-전체 관계를 묻는 문제에 대한 성취도가 실험반 학생들
이 비교반에 비해 월등히 높았으며, 실험반 학생들의 곱셈적 사고 수준도 크게 향상되었다. 이와 관점을 같이
하여 Kim & Pang (2013)도 동수누가 위주의 곱셈만을 제시하는 것을 지양하고 다양한 상황을 통해 배의 의미
에 주목할 것을 주장하였다.

본 연구가 초등학교 저학년 학생들의 곱셈적 사고 수준을 파악하고, 곱셈 단원에서 이중 테이프와 이중 척
도 모델을 도입하고 활용하여 학생들의 곱 셈적 사고 수준을 향상시키는 데 작은 도움이 되기를 기대한다.
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Appendix 1.

1. Learning Contents Using Double Tape Diagram and Double Scale Models

차시 주요 내용 및 활동 학습자료
2 * 사과와 토마토의 수를 수직선 위에서 뛰어 세기 모형(연결큐브), 

PPT, 활동지* 모형(연결큐브)을 활용하여 사과와 토마토의 수 세기
3 * 딸기의 수를 묶어 셀 때, 구체물을 배경으로 한 테이프 모델 제시

* 구체물을 배경으로 한 테이프 모델에서 테이프 모델로 변환하는 과정 관찰하기
4 * 2의 2배, 3배, 4배, 5배를 이중 테이프 모델로 알아보기

*수일이아 준기가 가진 모형의 수를 표현한 이중 테이프 모델 관찰하기
* 도영, 준기, 수일, 연수가 쌓은 모형의 수를 테이프 모델로 바꾸어 표현한 자료를 관찰하고 수직선
을 통해 모형의 수가 2배, 3배, 4배임을 확인하기

6 * 고깔모자 그림과 수직선이 결합한 모델을 관찰하여 고깔모자가 3씩 6묶음임을 확인하기 PPT, 
활동지* 풍선 그림과 수직선이 결합한 모델을 관찰하여 풍선이 4씩 7묶음임을 확인하기

* 5개씩 4묶음인 곰 인형의 그림-> 테이프 모델-> 테이프 모델과 수직선이 결합한 이중 척도 모델로
의 변화 관찰하기

7 * 모델의 점진적인 변화 과정의 관찰을 통해 도넛의 수를 알아보고 테이프 모델과 수직선을 연결하
여 생각하기

* 테이프 모델과 수직선을 한꺼번에 표현한 이중 척도 모델의 장점 파악하기

2. Lesson Plan Using Double Tape Diagram and Double Scale Models

Grade Chapter Lesson Learning Contents
2 First semester 2 * Counting in different ways

6. Mulitplication 3 * Counting in bundles
4 * Learn how many times 2
6 * Learn multiplication expressions
7 * Represent as multiplication expressions
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3. Practical Example of Reconstruction Using Double Tape and Double Scale Model


